Wstep do programowania w naukach
przyrodniczych

Zadania opracowal: dr Dominik Gront!

Czesé 1
Zadania z programowania

1 Proste zadania

1.1 Suma szeregu

Napisz program obliczajacy 30 pierwszych wyrazéw szeregu:
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1.2 Epitrochoida

Napisz program, tablicujacy punkty lezace na epitrocho-

idzie. Krzywa ta zadana jest nastepujacym réwnaniem y(t)
parametrycznym: 5
x = (A+a)cos(p) — Aacos(AE2e) Q

(1)

A+ a)sin(¢) — Aasin(22¢)

—~

y =

zmienna niezalezna. Program powinien drukowaé trzy
kolumny liczb: ¢ x y, gdzie ¢ zmienia si¢ od 0.0 do 10.0 L~
co 0.01 a = i y policzone sa wg powyzszych wzordw. §<_/
Przykladowe wartosci parametréw: A = 1.0, a = 0.4,
A=14. { z = (A+a)cos(¢) — hacos(At2e)

Q/
Wielkosci A, a, oraz A to dowolne parametry a ¢ to k
AN

1.3 Schemat Hornera

Naiwna implementacja obliczania wartosci wielomianu:
W(z) =ap+arx +ax® + ... 4+ apn_ 12" + apz”

dla zadanej wartosci @ wymaga n(n + 1)/2 mnozen oraz n dodawan, gdzie n
to stopien wielomianu. Stosujac schemat Hornera, wykonamy jedynie n mnozen
oraz n dodawan, wystarczy jedynie nieco przeksztalci¢ wzér na wielomian:

W(z) =ao+x(a1 +z(ag + ... + x(an-1 +zay)...))

(a) Napisz program, ktéry dla zadanego x oblicza warto$é¢ dystrybuanty roz-
ktadu normalnego N (0, 1), ktéra mozna zdefiniowaé w oparci o tzw funkcje bledu

erf:
Fe(@) = P(X >a)=1— erf [ = &
x) = z)=1——erf| — —
X = 9 \/§
Funkcja erf co prawda nie ma znanej postaci analitycznej, ale mozna ja przy-
blizyé za pomocg wielomianu?, wyrazonego w postaci Hornera nastepujaco:

erf(z) ~ 1— (art + aot® + ast? + agt + ast®)e
1— (((((ast + as)t) + az)t + ag)t + ar)te™

gdzie:
1

- l+px*xzx

a wartosci wspolczynnikéw p oraz a; wynosza:

t

2 Abramowitz and Stegun, ,, Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs,
and Mathematical Tables” (dostepna w Internecie) - wzér 7.1.26



ar = 0.25482  ay = —0.28449
as = 142141 a4 = -1.45315
as = 1.06140  p 0.32759

(b) Napisz program, ktéry wezytuje stopien wielomianu n oraz wartosci jego
n + 1 wspolezynnikéow a nastepnie tablicuje wielomian w zadanym przedziale.

1.4 Model Lotki-Volterry

Stosujac podany ponizej uktad réwnan rézniczkowych?® mozna opisaé prosty eko-
system ofiar z (np. zajecy) i drapieznikéw w (np. wilkéw) w funkeji czasu t¢:

dz  _
@ = (a—puw)e z = z+4d0t(a— Pw)z
dw
@ = (F-odw w = w+§t(yz—dw

gdzie «, B, v i § to parametry oznaczajace:
«a - wspélezynnik przyrostu ofiar

[ - skutecznosé drapieznikéw

~ - wspélezynnik przyrostu drapieznikéw
0 -wspoélczynnik ubywania drapieznikow

Zaimplementuj uktad réwnan réznicowych (dyskretnych) podanych po prawej
stronie i narysuj wykres liczby zajecy oraz wilkéw w zaleznosci od czasu (jak
ponizej po lewej) a takze wykres punktéw (z, w) dla réznych ¢ (czyli tzw. wykres
fazowy - jak ponizej po prawej).
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Orientacyjne wartosci parametréw: @ = 0.66, 8 = 1.0, v = 0.8, 6 = 1.0,
wo = 10.0 zg = 10.0; krok czasowy dt = 0.0001
Uwaga: Jezeli krok czasowy jest zbyt duzy, symulacja jest rozbiezna.

3opisany niezaleznie przez Vito Volterre oraz Alfreda Lotke




1.5 Uklad ré6wnan

Napisz program rozwiazujacy uklad dwoch rownan z podanymi wspdlczynni-
kami. Program powinien pobieraé¢ 6 liczb: aq, b1, c1,a2,bs,co i drukowaé pare
liczb z,y bedaca rozwigzaniem uktadu:

amz+biy =

(2)

azx + bay C2
o ile takie rozwiazanie istnieje. W przeciwnym przypadku powinien wypisywaé
odpowiedni komunikat.

1.6 Generator liczb losowych

Jednen z prostszych sposobéw generowania liczb (pseudo)losowych?* z rozktadu
plaskiego to obliczanie reszty z dzielenia (operator modulo). Generator taki na-
zywa sie liniowym (Linear Congruential Generators - LCG) i definiuje si¢ na-
stepujaco:

Zir1 = (ax; + ¢)modm (3)

gdzie x; to i-ta liczba pseudolosowa, a - mnoznik, ¢ - przyrost, m - modul. Napisz
program, generujacy 30 liczb pseudolosowych, korzystajac z powyzszego wzoru.
Przyjmij nastepujace wartosci parametrow:

a) m = 233280 = 9301 ¢ = 49297 x € [0...233279)]
b) m = 714025 a = 4096 ¢ = 150889 z € [0...714024]

Wartosé pierwszej liczby losowej (konieczna do wygenerowania kolejnej war-
tosci) moze byé dowolna liczba mniejsza od stalej m. Opisany tu generator
zwraca liczby calkowite nieujemne. Aby uzyskaé generator liczb rzeczywistych
z przedziatu [0, 1), nalezy generowane wartosci podzieli¢ przez m.

1.7 Proste statystyki

Wygeneruj 1000 pseudolosowych liczb rzeczywistych (np. wykorzystujac gene-
rator opisany w zadaniu 1.6) z przedzialu [0...1). Oblicz wartos$é¢ $rednia i od-
chylenie standardowe. Znajdz tez warto$¢ najmniejsza i najwieksza.

1.8 Losowe punkty na kole

(a) Wylosuj 10 000 punktéw na plaszczyZnie tak, ze zaréwno wspoOirzedna x
jak iy kazdego z punktéw pochodzi z przedziatu [—1, 1]. Wydrukuj wspoélrzedne
tylko tych punktéw, ktére zawierajg sie¢ w okregu o promieniu rg = 1.0.

4Przy ustalonych warunkach poczatkowych, np. state xo,a,c oraz m we wzorze 3 wynik
”losowania” jest zawsze taki sam, dlatego liczb tych nie mozna nazwaé losowymi. Jednakze
kolejno generowane liczby zachowuja podstawowe wladciwosci liczb losowych



(b) Wylosuj wspélrzedne radialne (r,¢) punktéw lezacych na kole o promie-
niu rg = 1.0. Nastepnie przelicz te wspolrzedne na kartezjanskie korzystajac z
zalezno$ci:

r = 7rcos¢ ()

y = rsing

Poréwnaj wykresy punktéw wylosowanych wg polecen (a) i (b) i poréwnaj je.

1.9 Wyznaczanie wartosci 7 metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo umozliwia latwe policzenie
dowolnej calki, np. pola figury. Zauwaz, ze pole %
okregu o promieniu 7 = 1.0 wynosi 7. Losujac punkty
z kwadratu o boku 1.0 (czyli o wspdlrzednych x oraz
y € [—1,1]) mozemy trafi¢ wewnatrz wycinka kota z

prawdopodobienistwem réwnym tej wartosci pola (czyli
us
T)- 1

Wylosuj N punktéw, policz ile z nich trafilo do wnetrza kola i oblicz na tej
podstawie warto$é liczby w. Oszacuj w ten sposéb 7 dla N = 100, 1 000, 10 000
oraz 100 000.

et

1.10 Zmienna losowa z rozkladu normalnego

Losowanie z rozkladu normalnego zrealizowa¢ mozna jako wielokrotne losowanie
z rozkladu jednostajnego®. Aby policzyé jedna wartoéé zmiennej losowej zn z
rozkladu N (0.0, 1.0):

« wylosuj 12 liczb z rozkladu jednostajnego® : 1, 2o, 3, ..., 212 € [0.0,1.0)

e policz ich sume s =1 + T2 + 23+ ... + T12

__ s—6
* IN =13

Wydrukuj na ekranie takich 30 liczb losowych.

1.11 Losowanie z rozkladu normalnego, transformacja Boxa-
Mullera i rozktad Maxwella

Inna metoda na losowanie z rozkladu normalnego polega na wylosowaniu dwéch
niezaleznych liczb losowych z rozkladu jednostajnego x1,x2 € [0.0,1.0). Nastep-
nie stosuje sie nastepujaca transformacje:

ny = rv/—2logxz; cos(2mxs)
ny = +/—2logxysin(2mas)

5Problem ten jest doskonalym przykladem na dzialanie Centralnego Twierdzenia Granicz-
nego. Nie jest to jednak najlepszy generator liczb losowych N (0, 1)

%im wiecej liczb losowych usrednimy, tym bardziej zblizony do normalnego bedzie nasz
rozklad. 12 to wystarczajaco dobre przyblizenie.

()




w wyniku ktérej otrzymuje sie dwie losowo niezalezne liczby nq1,ne z rozktadu
N(0,1), a wigc o zerowej wartosci oczekiwanej i jednostkowej wariancji. Aby
zmieni¢ parametry rozkladu na inne, np warto$¢ czekiwana na p a wariancje na
o nalezy pomnozy¢ wynik losowania przez o i doda¢ pu, tzn:

N(p,0) =0N(0,1) + p

Zgodnie z rozkladem Maxwella, kazda sktadowa ( z, y albo z) wektora pred-
kosci ¥ jest zmienng losowa z rozkladu normalnego o zerowej wartosci ocze-
ksT

kiwanej i o wariancji 4/ 2=, gdzie m to masa czasteczki, T' to temperatura w
Kelvinach a kp - stala Boltzmanna. Wylosuj 10 000 wektorow predkosci dla cza-
steczki azotu Ny w temperaturze 300K. Oblicz sredniag dlugosé tych wektoréw,

a wiec Srednia warto$é predkosci czasteczki azotu, korzystajac ze wzoru:

N

1
v = N E \/vﬂ?q, * Vg, Uy, * Uy, + Uz ¥ Uy
=1

1.12 Rodéwnanie kwadratowe

Program powinien pobiera¢ trzy liczby: a, b, ¢ i znajdowaé pierwiastki réwnania
kwadratowego w postaci:
ax’ +br+c=0 (6)

Jezeli warto§¢ wyznacznika réwnania kwadratowego jest ujemna (tzn. A < 0),
program powinien wypisa¢ odpowiedni komunikat.

1.13 Tablicowanie wartos$ci funkcji dwéch zmiennych

Napisz program, drukujacy trzy kolumny liczb: z, y oraz wartosci funkcji:

f(z,y) =sin(z +y) (7)

x
2+ 1
Wartosci zmiennej x powinny zmienia¢ si¢ od —2 do 2 co 0.1 a wartosci zmiennej
y powinny zmienia¢ sie od —5 do 5 co 0.1.

1.14 Tablicowanie pochodnej funkcji

Warto$é pochodna dowolnej funkeji f(z) w punkcie xg mozna oszacowaé wg
ponizszego wzoru:

f’(xo) ~ f(xO + h)2_hf(x0 — h)

Napisz program, drukujacy trzy kolumny liczb: z, f(z) oraz pochodnej f'(x)
dla kilku prostych funkcji np sin(z) czy arctan(z).




1.15 Rysunki w terminalu tekstowym

Napisz program, wypisujacy w terminalu ponizszy ksztatt:

(a) (b) (c)

# # #

## Hit# #HH#t##

### HHHHH H#HHHRH
HitHH HitHHHE Y
A R HBHHHH AR

1.16 Liczby pierwsze

Napisz program znajdujacy liczby pierwsze. Dla kazdej sprawdzanej liczby natu-
ralnej n program powinien sprawdzié, czy dzieli sie ona bez reszty przez wszyst-
kie liczby od 2 do n —17. Wariant trudniejszy. Program powinien zapamietywaé
w tablicy juz znalezione liczby pierwsze i sprawdza¢ podzielno$é¢ tylko przez nie.

1.17 Metoda polowienia przedziatu

Napisz program, ktory znajduje miejsce zerowe zadanej funkcji w okreslonym
przedziale, np. cos(x) gdzie x € [0.0,2.0]. Program powinien wykonaé¢ zadana
liczbe (np. 30) iteracji. Krotki opis tej metody podano ponizej.

e Mamy dana funkcje f(x) (tu: cos(z)) i dwa
punkty: lewy (2 = 0.0) i prawy (zf = 2.0). f(@)
Musi by¢ spelniony warunek: f(z%)x f(zF) <0 ;>0

e W kazdym i-tym kroku algorytmu wybieramy y>04+-------
nowy punkt xﬁ_l lezacy posrodku punktu pra-
wego i lewego. W tym przyktadzie nowy punkt

x
29 = 1.0 lezy pomiedzy i = 0.0 i 2 = 2.0. xt xk X\P\
Nastepnie wybieramy jedna z trzech mozliwo- y<04+-------7-------
$ci: cos T

o jezeli f(z2 ) x f(zF) = 0 to znaleziono miejsce zerowe w punkcie z1) ;.

o jezeli f(zF) x f(xf\_[H) < 0 to oznacza, ze miejsce zerowe lezy gdzie§ po-

miedzy punktem lewym a nowym. Wtedy xF pozostaje punktem lewym w
kolejnej iteracji jako z!, ; a x| staje sic nowym punktem prawym (z7, ;).

o jezeli f(z ) x f(zF) <0 to wtedy x}}, staje si¢c punktem lewym (zf,)
a z’ pozostaje punktem prawym w kolejnej iteracji jako xﬁrl.

W tym przykladzie cos(1.0) x cos(2.0) < 0 co oznacza, ze miejsce zerowe lezy
pomiedzy punktem nowym a prawym. Punkt prawy zostaje jako prawy w iteracji
nr 2, a za punkt lewy obierany jest 27 i polowienie przedziatu powtarza sie.

"tak na prawde wystarczy sprawdzi¢ podzielnoéé przez k takie, ze 2 < k < y/n, prawda?



1.18 Roéwnania nieliniowe - metoda Newtona

Inng metoda znajdowania miejsc zerowych funkeji (czyli rozwiazywania réw-
nan postaci f(z) = 0) jest metoda Newtona. Wymagana jest w tym przypadku
znajomo$¢ pochodnej f/(z) oraz punkt startowy xg niezbyt odlegly od poszuki-
wanego miejsca zerowego. Miejsce zerowe znajdujemy stosujac iteracje:

f(@i)

Tit1 = Ti — F(z)
K2

Rozwiaz metoda Newtona nastepujace réwnania:
(a) z%/4+sin(z)=0 przy x0=1.6

(b) Inz—e3*=0 przy x9=2



2 Zadania trudniejsze

2.1 Epitrochoida - wariacje na temat

Zmodyfikuj program 1.2 tak, aby parametry A oraz a byly funkcjami parametru
¢, np:
A(¢) = A(1.0 4 0.25sin(¢))

_ (®)
a(¢) =a(1.0+ 0.5 |sin(e)|)

W programie zadeklaruj funkcje dla powyzszych rownan a wyniki zapisz w ta-
blicy.

2.2 Bladzenie losowe

Pchla startuje z punktu (0.0,0.0) i wykonuje skoki
o dlugosci 1.0 w losowym kierunku. Zbadaj, na jaka
odlegto$¢ od punktu startu oddali sie pchta po N
skokach.

Wersja nieco trudniejsza ale ciekawsza: dlugosé skoku
pchly jest réwniez losowa, np € (0...1]

2.3 Szyfr Cezara (podstawieniowy)

Jednym z najprostszych sposobéw szyfrowania wiadomodci jest szyfr Cezara®.

Polega on na zastgpowaniu kazdej z liter alfabetu inna, zawsze taka sama litera.
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Jezeli na przyklad szyfr zdefiniujemy nastepujaco:
DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

to kazda litera "A”, ktéra pojawi sie w tekscie jawnym, w szyfrogramie zako-
dowana zostanie jako D itd. Ogoélnie rzecz biorac, i-ta litera alfabetu kodowana
jest jako litera (i 4 3)-cia

Napisz program kodujacy zadany tekst wg. podanego powyzej sposobu. Na-
stepnie zmodyfikuj swoj kod tak, aby przesuniecie szyfru byto parametrem pro-
gramu.

2.4 Enigma w najprostszej postaci

Szyfr podstawieniowy jest bardzo prosty do ztamania. Mocniejszy szyfr mozna
uzyskaé, zmieniajac cyklicznie kod. Zmiana taka polega na przesunieciu ciagu
znakow o jedna litere, np.

8Znany juz w czasach starozytnych. Juliusz Cezar szyfrujac wiadomosci uzywal przesuniecia
= 3, Oktawian August za$ przesuniecia = 1



Klucz szyfru - posta¢ wyjsciowa

Posta¢ po jednym przesunieciu

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

EKMFLGDQVZNTOWYHXUSPAIBRCJ

Posta¢ po dwdch przesunieciach

JEKMFLGDQVZNTOWYHXUSPATIBRC

Posta¢ po trzech przesunieciach

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

CJEKMFLGDQVZNTOWYHXUSPAIBR

RCIEKMFLGDQVZNTOWYHXUSPAIB

Napisz program kodujacy zadany tekst wg. algorytmu podstawiania z uwzgled-
nieniem przesunie¢. Zastosuj podany w tym zadaniu klucz (odpowiadajacego
jednemu z trzech wirnikéw zamontowanych w Enigmie). Przesuniecie klucza od-
bywa sie co k kodowanych znakow, gdzie k to parametr programu. Gdy k& = 1,
to po kazdej zakodowanej literze klucz przesuwany jest o jeden znak w prawo.

2.5 Histogram dla zmiennej losowej z rozkladu normal-
nego

Napisz funkcje losujaca liczby losowe z rozkladu normalnego. Nastepnie policz
kilka tysiecy wartosci losowych z tego rozkladu i zréb ich histogram. Przyjmij
szeroko$é klasy histogramu (binu) za rowna 0.1

2.6 Rozklad Maxwella

Rozwiaz zadanie 1.11. Nastepnie zmodyfikuj program tak, aby wyznaczal hi-
stogram predkosci czasteczek o zadanej masie dla danej temperatury. Znajdz
najbardziej prawdopodobna predkosé czasteczki azotu w temperaturze 300K.

2.7 Calkowanie metoda Simpsona

Zadanie polega na numerycznym caltkowaniu dowolnej funkcji (np. sin(z)) wg.
wzoru Simpsona:

b
h
/ f(z)dz = g(yo+4-y1+2-y2+4-y3+2-y4+...+2-yn72+4-yn71+yn) (9)

10



gdzie y; = f(z;) a kolejne punkty = generowane sa jako  f(z)
x; = xo+1i-h a h to odstep miedzy punktami. Wzér po-
wyzszy przybliza catkowana funkcje odcinkami parabol
przechodzacymi przez zadane punkty. Na rysunku obok
czeronym kolorem zaznaczono punkty (zo,yo), (z1,41), sin x
(z2,y2), odcinek paraboli przechodzacy przez nie oraz /

pole pod parabola. Suma pol wszystkich parabol jest :
przyblizeniem szukanej catki. Liczba punktéw n musi :

N
i

byé parzysta.
Ye patay 21 =05 | x3=15
W tym celu policz wartoéci funkcji sin(z) dla « € [0.0, 7] 2o =1.0

zmieniajacego sie co 0.01.

2.8 Zbiér Mandelbrota

Zbiér Mandelbrota tworza punkty zdefiniowane na plaszczyznie zespolonej takie,
Ze ponizsze réwnanie rekurencyjne® nie dazy do nieskoniczonosci:

20 = 0

2
z, +c

(10)

Zn+1

15

1.0
Zadeklaruj w programie dwuwymiarowsa tablice T o roz-
miarze 600 x 600. Kazdy element tablicy T[k][1] od- 03
powiadal bedzie liczbie zespolonej cp = (=2 + k * 00
0.005, (—1.5 + 1 % 0.005)z). Nastepnie dla kazdego ele-
mentu T[k][1] oblicz pierwsze n.,,q. = 100 wyrazéow  -05

szeregu i zapisz wartosé n, dla ktérego |z,| > 2. o

-15
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Przypomnienie: Kwadrat liczby zespolonej z = a + bi obliczamy nastepujaco:
2% = (a® — b?) + 2abi

2.9 Wyznaczanie kwantyli na podstawie préby losowej

Kwantylem z), rzedu p dla danego rozktadu zmiennej losowej Px nazywamy taka
liczbe x, dla ktorej wylosowanie liczby nie wigkszej x z tego rozkladu wynosi p.
Np mediana, czyli kwantyl xg 5 to taka warto$é¢ z, ze prawdopodobienstwo wy-
losowania dowolnej liczby z przedzialu (— inf,z] wynosi 1/2. Kwantyle stopni
odpowiadajacym dziesigtym czeSciom prawdopodobienstwa, tzn. xg.1, g2, .- -,
80.9 nazywamy decylami, kwantyle odpowiadajace setnym czeSciom prawdopo-
dobienstwa - centylami.

9definiujace szereg liczbowy

11



Kwantyle bardzo latwo mozna wyznaczyé¢ majac (duza) prébe losowa z da-
nego rozkltadu. Wystarczy wartosci losowe posortowaé, a nastepnie odczytaé z
tablicy odpowiedni element. I tak na przyktad, aby znalezé kwantyl xg o z préby
N =1 000 wartosci losowych, nalezy tablice tych wartoéci posortowaé a nastep-
nie odczytaé¢ N % 0.2 = 200 element.

Przetestuj generator liczb losowych opisany w zadaniu 1.10. W tym celu wy-
losuj nim 10 000 wartosci i zapisz w tablicy. Wyznacz percentyle metoda opisang
powyzej. Nastepnie zrob wykres punktéw, ktorych odciete beda ”prawdziwymi”
percentylami rozktadu normalnego a rzedne - percentylami wyznaczonymi w
tym zadaniu. ” Prawdziwe” percentyle rozktadu normalnego tatwo znalezé¢ w In-
ternecie. Mozna je tez policzy¢ korzystajac z dystrybuanty opisanej w zadaniu
1.3.

2.10 Spirala Ulama

Spirala Ulama (zwana réwniez spirala liczb pierwszych), przedstawiona po raz
pierwszy przez Stanistawa Ulama w 1963 roku, skonstruowana jest nastepujaco.
Na kwadratowej tablicy N x N wypisywane sa liczby naturalne, zaczynajac od
1. Nastepnie wymazuje sie te liczby, ktore nie sa pierwszymi. Przyklad podano
ponizej:

37 36 35 34 33 32 31 37 31
38 17 16 15 14 13 30 17 13

39 18 5 4 3 12 29 5 3 29
40 19 6 1 2 11 28 19 1 2 11

41 20 7 8 9 10 27 41 7

42 21 22 23 24 25 26 23

43 44 45 46 47 48 49 43 47

Napisz program, rysujacy na ekranie spirale Ulama dla zadanego N. Zadbaj
0 odpowiednie formatowanie wydruku tak, aby kazda liczba umieszczona byla
we wlasciwej sobie kolumnie.

2.11 Sortowanie babelkowe

Wylosuj 1000 liczb i zapisz je w tablicy. Nastepnie posortuj ta tablice rosnaco
wykorzystujac algorytm babelkowy
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